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5. LA CONSTRUCCION DE UNA FUNCION F(xX CUYO INDICE if" ES l.
TEOREMA 9.
Sean
f1(x) = x, f~(x) = loge 1+ x ), ... , f)rt,(x) = log( 1+ f"(X)]
II. (49)
= f" (108 (1 +-x.)j
Entonces:
ii)
(..,(x) es creciente y tiende a eo cuando x -.. c:oc:'l.
t'l+1 (x) < r"(x) para todo n y x ,
tim f. (x)= 0 .,,~"O 'I
Ii m r"t' (X) --0 d
)1_ "'" r..(X) , para to 0 n,
v) Ii.", F... ex) =0 ,para todo x ,






ii) r"<1 ( X) = log (1 + F ,Jx») < C., (X)
iii ) de i}, existe el l!mite
lt m F..,{:x) :. r (x) • para todo xtl_ «l ,.
De (49)Jse tiene
r (x) = log (1 t r (:x») (50)
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La (mica soluc ion de (50) es f (x) = O.
iv) Evidente.
2
v) ~11~1(:x.\~ IO~(1trn()(») > r'tt(:x.)- (f'n
2
(xt
Entonces [F.al(~/r,,(X)J> 1- (~",(:x.)/2.).
r,,~, (x) = lo~ (1 + f ..(:X~ L... (",tx.)
consiguiente se tiene:
. 'I'arnb ien ;
Por







lim r h" (x)
t'l .... ee r:" (X)
TEOREMA 10
1 < {n (.x) < --;-;-...--;---,1 ~_~
(t/Pm) t"3J.4:(n-m) -. (11/1'1) +ifs- (n- m)
m es un numer o natural (dependiente de x) tal que





( Nota: Para x dado siempre existe m que c umple ( 53 ), ver iii) del
teorema anterior)
Demostraci6n:
De ii) del teorema g. se obtiene
,
1
n .=:. m implica ttl (.x) <:'T
De] 51 )se tiene
F .,. I1- < <. 18 F',.,
o bien,
~~i I < (" < ~ f\1tl (54 )
Entonces
f"tl > [.,-J£J.2 > f _1.(8 f \2> f _l.(r)Z (55)
2 "2 1" h "l 1'\ 4 Tni'
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Sea C/J ( t )una funciOn derivable tal que
~~=_~ ¢2
(/) (m) = fmlx)




Ahor a se define una funci6n
( f:) + ~ (t -m)
¢ (t) como sigue:
¢ (n)=fn
¢ (t) = fn + (t - n) {ftl ... - f.J-f si n L t ~ n + 1
De (55), ¢ ( t ) satisface 1a desigua1dad
(57)
¢ (n + 1) - ¢ (n) (58)
Se va a demostrar que C/J (t) ~ ¢ (t) para todo t, t ~ m,
Siexiste t, ta1que: ¢Ct» IJr(t) entocesexistetoe:[n,n+~
en donde y.;
¢ ( to) = C/J (tJ y, adema s
qJ'(t.) > ¢'(to) (59)
donde ¢' es 1a derivada por 1a de-
recha.
En este punto t.obtenemos:
Fig 4
rk 'rk rk '3 rk 2 '> rk ;:'f (t) = 'f (n + 1) - 'f (n) :::> - 4: ('f (n + 1) ) / - t {'f (t.) )
=-~(~(to)) 2. = ¢'(to)
C/J (t) 6: ¢ (t) para todo
Esto contradice a (59) , por 10 tanto se tiene:
t .2: m ,










~~, tfftCa) - ( (b) ) es convergente.




il) es evidente por el teorema anterior.
ii) Para mayor facilidad suponemos que a ';> b • entonces:
f",,(a)- F'l<,(b)= (o~ (1 +('1(ap-loa(1i- r~(b))
=: f" (a) - f~(b) < f.Ja) - Fn(b)
1+6-" 1+f"(0)
yaque fh(b) < G-P'l< fll( a ). (Teorema del valor medio).
Aplicando sucesivamente Ia relaci6n (62) se tiene:






donde No es un nume r o entero mayor que 4/3 fIT) Tomando logaritmo de
ambos miembros de (64) se obtiene:
n- ",
loa IT [ 4} ~.'>1
<I Il,o "l1 + 3(kOJ.) :.;.I. lo~J 1 + 4- }
),,:0 l 3(-RfN,)
"-..,
> ~,,3 (:, N) - ~ r:~(,(~'N J
.» 43"loCI ('""' '" )d " - rn of 0 - constante.
Entonces:





i) F;". (x )> F 1'1 ( x ) para todo x> 1.
H) F 11 (x ) es creciente y tiende a ill cuando x ~ ill
Hi) lim FIl( x ) = F (x) (convergente).
l'1~co
iv) F (x ) es creciente y tiende a ill cuando x _ co
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v) F I'] (x) ~ F"./( x ) « F (x ) para todo n ,
Demostraci6n:
ii) Evidente.
iii)Sea [1 + fl(x) I [1 + fl((1 ~= 1 + il ...
entonces
(k ~ m ).
[1 - flc( 1)] -c. 1/[1 + fk(IB <:: I-fl(l) + ( fk( 1) )2-
luego
(1-f ...(1»)(I+f,,(x)~ < 1 +6f~ +fk.(X»{I-fl(I)+(fl\(I)~
Por consiguiente :
{fl(X)-f~(I)} - f1(~x)fk.(l)..c... Ak,<
<{f k.(x) - fl\( I)} - fk.(x ) fk.(x ) +{f (1 )}~ f,,(x ) { F,,( 1 )}2..
Del teorema11 se tiene:
( 67 )
L::{f II. ( 1)r < 00
L~(f", (1))2 fl( (x) <:. fm (~) Lao ( f k (1)f <. CD
~ ~
L:f,(Xlf,(t) <[L: Itk(~)lnf If'('lIJ" <::.. 00
2.m { fk (:x.) - f to. (1)} <.. 00
luego 2:" D~ es convergente , por 10 tanto e1 producto infinito converge a
un lfmite.
iv) Y v) son evide nte s ,
TEOREMA 13
i) Fn( x) e 5J
ii) F ( log ( 1+ x) ) = F ~x ) I (1+ x)
iii) F( x ) e 5 d
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IV) ~ p c- 1
v ) r'(1) :x.
F(JC.
vi) lim "F"(x..-f.')




f./ (~) :: 1
1 «x:
entonces
F (log (1 + x » = F (x) / (1 + x )
Nota: F ( x) es contfnua ya que F" ( x ) es continua y creciente con res-
-- pecto an, luego F" ( x ) --?> F (x ) uniformemente en un tnte r-valo
acotado , (Teorema de Dini)
iii) Sean
J _ a~., 1a1= e -1, ... , a~ - e - ( 68 )
entonces
j''' Jq~" 1~"





Oj qdx _j'" ell:. ( 1.
Q. ""F (x) - <to 7=(~ \ 1"" 1. + • • • 5 - co
iv)
lim "F'(~ ~ lim
X-!>ao oX. F (to '3 'X)- :><: .....,0
=lim rex)







Pero FE 5d, es decir, ~F ~ 1 • entonces
ya que F'( x )
,...I<.~) x
r(x)
~ F ( x ) de acuerdo con e1 teorema 5. Entonces
= lim F'(:X;! "F(x) - 1



















t -I- " f ..+' (:x.)= ---:----:----
1 -I i\~
tom and 0 ell rmit e, n -+ 00 , set i e n e :
( 7 0 )




~G,.) (~ 1. + I.{" (ox)"'1
ri [ i + ( ...(;:1) i"~$. 1 (hf'j) = ~ log T~ ('jt )..>1~ ~IOg log1 + f~Cx:.) 1 t fk(=9 T., (.:l() )
log G" ...(,:/)= L log 1 + A r. (y) L<Q .. ,) ex)
k" 1 f). F" (:'()
~ t: log 1.. + f.d '::0 log r., (y) s i i\ ~ 1~,, 1 + f~(~) "f" ( x)
Tom and 0 n _ 00, se tiene
log ~ <~log -F(Y!A=(;r.) para A> I}
G,.(x) - log F(~)/F(~ para /\ ~ 1 (71)
Tomando y= x +1, Y aplicando vi) del teorema 12,
se obtiene:
Ii m log ~ (~t 1) .-::: (.~' Ii m"'- G) Cx) - 1) ~ ....~ log "'F(~t f);: logr(x.) =0
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es dec ir ,
G .. (:x + 1)
lim =1
.x_ oc> G ).( ;x.)
De (70) y (71) se tiene:
(72)
= lim G,.(x) = lim
:l(--h, "X G~(I~ 1) x ......
= lim G}. (-x)
x~<o (~+1) q1-( l~,(x.~.,))
(H1) G.,. ( \ o~ (J:.+1}
• G,..<X,·u) -lim 'Ax. +1
~ ~tx) - OlC.-+Clll ~
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